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代数系统

¡从具体到抽象是数学发展的一条重要大道.

¡数学结构是对研究对象 (数字, 多项式, 矩阵, 文字, 命题, 集合, 图, 代数系统和更
一般元素) 定义种种运算 (加, 减, 乘; 与, 或, 非; 交, 并, 补), 然后讨论这些对象及
运算的有关性质.

¡我们发现它们中存在许多共通之处.
例实数对于加,乘,负运算;命题对于且,或,非运算;集合对于并,交,补运算甚至可
以作统一的描述.

¡这就使人们自然地想到,可以作进一步抽象的研究.
¡不管对象集合的具体特性, 也不管对象集合上运算的具体意义, 主要讨论这些数
学结构的一般特性, 并按运算所遵循的一般定律和特性, 对这些数学结构进行分
类研究.这就是抽象代数学的基本内容.

1



!"#$%&'()*+,-#$.
School of Informatics Xiamen University (National Characteristic Demonstration Software School)

代数系统

¡抽象代数有三个显著特点:

1.采用集合论的符号.
2.重视运算及其运算规律.

3.使用抽象化和公理化的方法.
¡抽象化表现在运算对象是抽象的, 代数运算也是抽象的, 而且是用公理规定的. 代
数系统的集合和运算仅仅是一些符号,都是些抽象的东西,故称抽象代数.

¡采用抽象化和公理化方法的结果使所得到的理论具有普遍性, 并使论证确切和严
格,从而结果是精确的,这样的理性认识更深刻地反映了客观世界.

¡抽象代数已成为计算机科学理论基础之一, 在计算数学模型, 计算复杂性, 刻画抽
象数据结构和密码学等中有着直接的应用. 它不仅在知识方面, 而且在思想方法
上,都是研究计算机科学不可缺少的工具.
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代数系统

¡在定义一种新的数学对象,例如集合,矩阵,图,或命题之后:
¡首先需要引进符号,以表示这类新的对象.
¡其次就是把新的对象分类, 例如, 有限集合或无限集合; 布
尔矩阵或对称矩阵.

¡然后对这些对象定义运算,并对运算的性质进行验证.
¡代数系统是带有若干运算的集合 (或系统), 运算是代数系统
的决定性因素.
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5.1二元运算及其性质
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二元运算

¡把二元运算定义为具有某种性质的一个函数.
定义 5.1
设𝑆为集合,函数𝑓: 𝑆×𝑆 → 𝑆称为𝑆上的二元运算.对∀𝑥, 𝑦, 𝑐 ∈ 𝑆,如果𝑓(⟨𝑥, 𝑦⟩) =
𝑐,则称𝑥和𝑦是运算数, 𝑐是𝑥和𝑦的运算结果.
例 𝑓: 𝐍×𝐍 → 𝐍, 𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥 + 𝑦是自然数集合上的一个二元运算,即普通加法
运算.
但普通的减法不是自然数集合上的二元运算, 因为两个自然数相减可能得负数,
而负数不是自然数,不满足𝑓的定义𝑓: 𝐍×𝐍 → 𝐍.
¡通常用◦, ∗, 4, ⋯等符号表示二元运算, 称为算符. 设𝑓: 𝑆×𝑆 → 𝑆是𝑆上的二元运
算, 对任意𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆, 如果𝑥与𝑦的运算结果是𝑧, 即𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑧, 可利用算符◦简
记为𝑥 ◦ 𝑦 = 𝑧.
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二元运算

¡集合𝑆上的二元运算是一个处处有定义的函数, 且必须具有
确定性和封闭性的特征,即需满足函数𝑓: 𝑆×𝑆 → 𝑆.
(1) 确定性: 𝑓把𝑆×𝑆中每个有序对⟨𝑎, 𝑏⟩, 仅对应于𝑆中的惟一
确定的元素𝑓 𝑎, 𝑏 .
(2) 封闭性: 如果运算总是产生对象集合内(𝑆上) 的另一成员,
那么称这个结构关于这种运算是封闭的.

¡𝑆上定义的二元运算的重要特性就是运算的封闭性, 这是与通
常所说的运算的重要区别.
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二元运算

例 5.1 (1) 普通的加法和乘法是自然数集𝐍上的二元运算,但减法和除法不是,因为2 − 3 ∉
𝐍; 2/3 ∉ 𝐍, 0不可以做除数.

(2)普通的加法, 减法和乘法是整数集𝐙, 有理数集𝐐, 实数集𝐑, 复数集𝐂上的二元运算. 除法
不是𝐙, 𝐐, 𝐑, 𝐂上的二元运算, 0不可以做除数.

(3)普通的乘法和除法是非零实数集𝐑∗上的二元运算, 但加法和减法不是𝐑∗上的二元运算,
∀𝑥 ∈ 𝐑∗, 𝑥 + (−𝑥) = 0, 𝑥 − 𝑥 = 0,而0 ∉ 𝐑∗.

(4)令𝑀"(𝐑) = { 𝑎#$ "×"
|𝑎#$ ∈ 𝑅}(𝑛 ≥ 2)是𝑛阶实矩阵的集合, 则矩阵加法和乘法是𝑀"(𝐑)

上的二元运算.

(5)𝑃(𝑆) = {𝑥|𝑥 ⊆ 𝑆}是集合𝑆的幂集,则集合的并,交,相对补和对称差运算都是𝑃(𝑆)上的二
元运算.

(6)𝑆为集合, 𝑆𝑆为𝑆上的所有函数的集合,即 𝑓 𝑆 → 𝑆},则函数的复合运算是𝑆𝑆上二元运算.
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一元运算

定义 5.2
设𝑆为集合,函数𝑓: 𝑆 → 𝑆称为𝑆上的一个一元代数运算,简称为
一元运算.
例 5.3 (1) 求一个数的相反数是整数集合𝐙, 有理数集合𝐐, 实
数集合𝐑上的一元运算,但不是自然数集𝐍上的一元运算.
(2) 求一个𝑛阶(𝑛 ≥ 2)实矩阵的转置矩阵是𝑀!(𝐑)上的一元运
算,而求逆矩阵不是𝑀!(𝐑)上的一元运算.

8



!"#$%&'()*+,-#$.
School of Informatics Xiamen University (National Characteristic Demonstration Software School)

一元运算

例5.3 (3) 如果令𝑆为全集, 则集合绝对补运算~是𝑃(𝑆)上的一
元运算.
(4) 令𝑅(𝑆)为集合𝑆上的所有二元关系的集合, 则关系的逆运
算是𝑅(𝑆)上的一元运算.
(5) 设𝐴为集合, 𝑆是所有从𝐴到𝐴的双射函数构成的集合, 则求
反函数的运算是𝑆上的一元运算.
(6) 阶乘𝑛!是自然数集合𝐍上的一元运算.
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运算表
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𝑎! ◦ (𝑎!)
𝑎" ◦ (𝑎")
𝑎# ◦ (𝑎#)
⋮ ⋮
𝑎$ ◦ (𝑎$)

◦ 𝑎" 𝑎# ⋯ 𝑎$
𝑎" 𝑎" ◦ 𝑎" 𝑎" ◦ 𝑎# ⋯ 𝑎" ◦ 𝑎$
𝑎# 𝑎# ◦ 𝑎" 𝑎# ◦ 𝑎# ⋯ 𝑎# ◦ 𝑎$
⋮ ⋯ ◦⋯ ⋯ ◦⋯ ⋯ ⋯ ◦⋯
𝑎$ 𝑎$ ◦ 𝑎" 𝑎$ ◦ 𝑎# ⋯ 𝑎$ ◦ 𝑎$

¡如果𝑆 = {𝑎", 𝑎#, … , 𝑎!}是一个有穷集合, 可通过运算表来定
义𝑆上的一个一元或二元运算.

¡以下是一元运算表和二元运算表的一般形式.
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运算表
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𝑎! ~(𝑎!)
∅ {1,2}
{1} {2}
{2} {1}
{1,2} ∅

⊕ ∅ {1} {2} {1,2}
∅ ∅ {1} {2} {1,2}
{1} {1} ∅ {1,2} {2}
{2} {2} {1,2} ∅ {1}
{1,2} {1,2} {2} {1} ∅

例5.4 设𝑆 = {1,2}, 给出𝑃(𝑆) = ∅, 1 , 2 , 1, 2 上的二元运
算Å和一元运算~的运算表,其中全集为S.
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运算表
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◦ 𝑎 𝑏
𝑎 ◻ ◻
𝑏 ◻ ◻

¡在同一个集合上可以定义多少个二元运算？
¡设𝑆 = {𝑎, 𝑏}, 现在确定能够定义在𝑆上的二元
运算的个数. 𝑆的每个二元运算◦可以用该表描
述.

¡由于封闭性, 每个空格只可以用元素𝑎或𝑏填
充, 共有2×2 = 4个空格, 所以存在2@×@ = 16
种方法来完成这张表.

¡所以对于任意集合𝑆, 存在 𝑆 |B×B|种不同的二
元运算.
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交换律与结合律

¡对代数系统的考察最根本的就是对运算性质的讨论, 只有当其
运算满足一定的条件时,该代数系统才有研究的价值和意义.
定义 5.3
设◦为集合𝑆上的二元运算,如果∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆都有𝑥 ◦ 𝑦 = 𝑦 ◦ 𝑥,则称◦
运算在𝑆上是可交换的,也称◦运算在𝑆上满足交换律.
定义 5.4
设◦为集合𝑆上的二元运算, 如果∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑆都有(𝑥 ◦ 𝑦) ◦ 𝑧 = 𝑥 ◦
(𝑦 ◦ 𝑧),则称◦运算在𝑆上是可结合的,也称◦运算在𝑆上满足结合律.
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交换律与结合律

例 (1) 实数集𝐑 (有理数集𝐐, 整数集𝐙, 自然数集𝐍) 上的加法
和乘法是可交换的, 可结合的, 而减法和除法不满足交换律和
结合律.
(2) 𝑀! 𝐑 (𝑛 ≥ 2)上的矩阵加法是可交换的, 可结合的; 而矩
阵乘法是可结合的,但不是可交换的.
(3)幂集𝑃(𝑆)上的并,交,对称差运算是可交换,可结合的.
(4) 𝑆𝑆上的函数复合运算是可结合的,一般不是可交换的.
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二元运算的性质

¡如果每一次参加运算的元素都是相同的,且在表达式中有𝑛个
元素参加运算, 则可以将这个表达式写成该元素的𝑛次幂. 例
如

𝑥 ◦ 𝑥 ◦⋯ ◦ 𝑥 = 𝑥!.
¡关于𝑥的幂运算,使用数学归纳法不难证明以下公式:

𝑥$ ◦ 𝑥! = 𝑥$%!, 𝑥$ ! = 𝑥$!,
其中𝑚, 𝑛为正整数.

¡普通的乘法幂, 关系复合的幂以及矩阵乘法的幂的公式就是
以上公式的特例.
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幂等律

定义 5.5
设◦为集合𝑆上的二元运算,
(1) 若∀𝑥 ∈ 𝑆都有𝑥 ◦ 𝑥 = 𝑥, 则称◦运算在𝑆上是幂等的, 也称◦运
算在𝑆上满足幂等律.
(2)若𝑆中的某些𝑥满足𝑥 ◦ 𝑥 = 𝑥,则称𝑥为运算◦的幂等元.
¡如果𝑆上的二元运算◦适合幂等律, 则𝑆中的所有元素都是运算
◦的幂等元.
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幂等律

例
¡上例中的所有运算中只有集合的并和交运算满足幂等律, 即
𝑆 ∪ 𝑆 = 𝑆, 𝑆 ∩ 𝑆 = 𝑆,其他的运算一般说来都不是幂等的.

¡⊕运算只有当𝐴 = ∅时满足𝐴⊕ 𝐴 = 𝐴, 所以⊕运算不适合幂
等律,但是∅是⊕运算的幂等元.

¡普通的加法和乘法不适合幂等律, 但是0是加法的幂等元, 1是
乘法的幂等元.
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分配律和吸收律

¡以上讨论的运算性质只涉及一个二元运算. 下面考虑与两个二元运算相关的性质,
即分配律和吸收律.
定义 5.6

设◦和∗是集合𝑆上的二元运算.若∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑆有
𝑥 ∗ 𝑦 ◦ 𝑧 = 𝑥 ∗ 𝑦 ◦ 𝑥 ∗ 𝑧 , (𝑦 ◦ 𝑧) ∗ 𝑥 = (𝑦 ∗ 𝑥) ◦ (𝑧 ∗ 𝑥),

则称∗运算对◦运算是可分配的,也称∗运算对◦运算满足分配律.

¡在讲到分配律时一定要指明哪个运算对哪个运算可分配, 因为往往一个运算对另
一个运算可分配时反之不然.
¡例如,普通乘法对普通加法可分配,但是普通加法对普通乘法不是可分配的.

¡分配律的意义在于将两个运算联系起来, 通过这种联系, 能在运算过程中改变两
个运算的次序.
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分配律和吸收律

定义 5.7
若◦和∗是𝑆上两个满足交换律的二元运算,且∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆有

𝑥 ◦ (𝑥 ∗ 𝑦) = 𝑥, 𝑥 ∗ (𝑥 ◦ 𝑦) = 𝑥,
则称◦和∗运算是可吸收的,或称◦和∗运算满足吸收律.
¡和分配律不同,满足吸收律的两个二元运算地位是一样的.
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分配律和吸收律

例 (1) 实数集𝐑上的乘法对加法是可分配的, 但加法对乘法不满足分配
律.
(2) 𝑛(≥ 2)阶实矩阵集合𝑀$(𝐑)上的矩阵乘法对矩阵加法是可分配的.
(3) 幂集𝑃(𝑆)上的并和交是互相可分配的, 并且满足吸收律. 𝐴 ∪ (𝐴 ∩
𝐵) = 𝐴; 𝐴 ∩ (𝐴 ∪ 𝐵) = 𝐴.
(4) ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅有𝑎 ∗ 𝑏 = max{𝑎, 𝑏}, 𝑎 ◦ 𝑏 = min{𝑎, 𝑏},则∗和◦满足吸收律.
证明 ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅,

𝑎 ∗ 𝑎 ◦ 𝑏 = max 𝑎,min 𝑎, 𝑏 = 𝑎
𝑎 ◦ (𝑎 ∗ 𝑏) = min{𝑎,max{𝑎, 𝑏}} = 𝑎

因为∗和◦是可交换的,所以◦和∗满足吸收律.
20
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单位元与零元

除了算律以外,还有一些和二元运算有关的特异元素:单位元,零元,逆元和幂等元.

定义 5.8
设◦为集合𝑆上的二元运算.若存在𝑒! (或𝑒") ∈ 𝑆使得∀𝑥 ∈ 𝑆都有

𝑒! ◦ 𝑥 = 𝑥 (或𝑥 ◦ 𝑒" = 𝑥),
则称𝑒! (或𝑒") 是𝑆中关于◦运算的左 (或右) 单位元. 若𝑒 ∈ 𝑆关于◦运算既为左单位元
又为右单位元,则称𝑒为𝑆中关于◦运算的单位元 (又称幺元).

定义 5.9

若存在𝜃! ∈ 𝑆 (或𝜃" ∈ 𝑆)使得∀𝑥 ∈ 𝑆都有
𝜃! ◦ 𝑥 = 𝜃!(或𝑥 ◦ 𝜃" = 𝜃"),

则称𝜃! (或𝜃") 是𝑆中关于◦运算的左 (或右) 零元. 若𝜃 ∈ 𝑆关于◦运算既为左零元又为
右零元,则称𝜃为𝑆中关于◦运算的零元.
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单位元与零元

例 (1) 𝐍, 𝐙, 𝐐, 𝐑上, 关于加法的单位元是0, 没有零元; 关于乘
法的单位元是1, 零元是0; 减法运算的右单位元是0, 无左单位
元,故无单位元.
(2) 𝑛(≥ 2)阶实矩阵集合𝑀!(𝐑)中关于矩阵加法的单位元是𝑛
阶全0矩阵, 没有零元; 而关于矩阵乘法的单位元是𝑛阶单位矩
阵,零元是𝑛阶全0矩阵.
(3) 幂集𝑃(𝑆)中关于∪运算的单位元是∅, 零元是𝑆; 而关于∩运
算的单位元是𝑆,零元是∅. ⊕运算的单位元是∅,没有零元.
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单位元与零元

例 (4) 𝑆𝑆中关于函数复合运算的单位元是𝑆上的恒等函数𝐼& ,
𝐼&(𝑥) = 𝑥.没有零元.
(5) 𝑆 = {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎!}, 𝑛 ≥ 2. 定义𝑆上的二元运算◦, ∀𝑎' , 𝑎( ∈ 𝑆
有𝑎' ◦ 𝑎( = 𝑎',则𝑆中的每个元素都是◦运算的右单位元,但没有
左单位元, 所以𝑆中没有单位元. 同样地, 𝑆中的每个元素都是◦
运算的左零元,但无零元.

23
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单位元与零元

¡零元和单位元是代数系统中两个比较特殊的全局元素, 占有
重要的地位. 在任一代数系统中, 可能存在零元和单位元, 但
也可能不存在零元,或不存在单位元.

¡直观地说, 单位元𝑒是集合𝑆上的“弱势”元素 , 它与别的元素
进行代数运算所产生的作用为“自我消亡,成全别人”.

¡零元𝜃是集合𝑆上的“强势”元素 , 它与别的元素进行代数运算
所产生的作用为“见谁灭谁,唯我独尊”.
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单位元与零元

关于单位元和零元存在以下定理.

定理 5.1
设◦为集合𝑆上的二元运算, 存在𝑒!和𝑒"分别为运算◦的左单位元和右单位元, 则𝑒! =
𝑒" = 𝑒,且𝑒就是𝑆中关于◦运算的惟一的单位元.

证明首先证明相等.因为𝑒"是右单位元,所以有𝑒! ◦ 𝑒" = 𝑒!;
又由于𝑒!是左单位元,因此有𝑒! ◦ 𝑒" = 𝑒";

由这两个等式可得𝑒! = 𝑒",把这个单位元记作𝑒.
再证明唯一性. 假设关于◦运算存在另一个单位元𝑒′, 则有𝑒′ = 𝑒′ ◦ 𝑒 = 𝑒, 所以𝑒是关
于◦运算的惟一的单位元.

¡该定理说明: 𝑆中关于◦运算的左单位元和右单位元若存在, 则它们相等且是惟一的.

25



!"#$%&'()*+,-#$.
School of Informatics Xiamen University (National Characteristic Demonstration Software School)

单位元与零元

关于单位元和零元存在以下定理.

定理 5.2
设◦为集合𝑆上的二元运算, 若存在𝜃!和𝜃"分别为运算◦的左零元和右零元, 则𝜃! =
𝜃" = 𝜃,且𝜃是𝑆中关于◦运算的惟一的零元.
证明首先证明相等,因为𝜃!和𝜃"分别是◦的左零元和右零元,则

𝜃! = 𝜃! ◦ 𝜃" = 𝜃".
再证明唯一性,令𝜃! = 𝜃" = 𝜃,则𝜃是◦的一个零元.

设𝜃′是◦的另一个零元,则𝜃′ = 𝜃′ ◦ 𝜃 = 𝜃,即𝜃是◦的惟一零元.
¡该定理与上一定理类似, 说明了𝑆中关于◦运算的左零元和右零元若存在, 则它们
相等且是惟一的.
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单位元与零元

定理 5.3
设集合𝑆至少有两个元素, 𝑒和𝜃分别为𝑆中关于◦运算的单位元
和零元,则𝑒 ≠ 𝜃.
证明反证法.假设𝑒 = 𝜃,则∀𝑥 ∈ 𝑆有

𝑥 = 𝑥 ◦ 𝑒 = 𝑥 ◦ 𝜃 = 𝜃,
即𝑆中所有元素都等于𝜃,这与𝑆中至少有两个元素矛盾.
¡若|𝑆| = 1, ◦为𝑆上的二元运算, 则𝑆中的唯一元素既是运算◦的
单位元又是零元.
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逆元

定义 5.10
设◦是集合𝑆上的二元运算, 𝑒 ∈ 𝑆是关于◦运算的单位元. 对于
𝑥 ∈ 𝑆,若存在𝑦) ∈ 𝑆 (或𝑦* ∈ 𝑆)使得

𝑦) ◦ 𝑥 = 𝑒 (或𝑥 ◦ 𝑦* = 𝑒),
则称𝑦) (或𝑦*) 是𝑥关于◦的左 (或右) 逆元. 若𝑦 ∈ 𝑆既是𝑥关于◦
的左逆元, 又是𝑥关于◦的右逆元, 则称𝑦是𝑥关于◦的逆元. 如果𝑥
的逆元存在,则称𝑥是可逆的.

28
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逆元

例 (1) 自然数集合𝐍关于加法运算只有0 ∈ 𝐍有逆元0, 其他的
自然数都没有加法逆元.
(2) 整数集𝐙中, 任何整数𝑛关于加法的逆元是-𝑛. 关于乘法只
有1和-1存在逆元,就是它们自己,其他整数没有乘法逆元.
(3) 𝑛(≥ 2)阶实矩阵集合𝑀!(𝐑)中任何矩阵𝑀的加法逆元为-𝑀,
而对于矩阵乘法只有实可逆矩阵𝑀存在乘法逆元𝑀-1.
(4) 幂集𝑃(𝑆)中关于∪运算只有空集∅有逆元, 就是∅本身, 𝑆的
其他子集没有逆元. ∩运算只有𝑆有逆元,就是𝑆本身.
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逆元

¡对于集合𝑆上的二元运算◦ , 单位元𝑒和零元𝜃是全局的概念,
是常元,是对𝑆上的所有元素而言的,不针对某个元素𝑥.

¡逆元是局部的概念, 不是常元, 它不仅依赖运算, 而且还依赖
个别的元素,只针对𝑆中的某元素𝑥而言的.

¡对于任何二元运算, 单位元总是可逆的, 其逆元就是单位元自
身, 𝑒 ◦ 𝑒 = 𝑒.

¡而一般地 (除了|𝑆| = 1),零元是不可逆的.
¡对于有单位元的代数系统而言, 任一元素可能不存在逆元, 也
可能存在逆元,甚至存在多个逆元 (不满足结合律).
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逆元

例设◦为实数集𝐑上的二元运算, ∀𝑥 ∈ 𝐑有𝑥 ◦ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 − 2𝑥𝑦,说明◦运算是否可
交换的, 可结合的, 幂等的, 然后确定关于◦运算的单位元, 零元和所有可逆元素
的逆元.
解 ◦运算是可交换的和可结合的,但不是幂等的.
假设𝑒和𝜃分别为◦运算的单位元和零元,则∀𝑥 ∈ 𝑅有

𝑥 + 𝑒 − 2𝑥𝑒 = 𝑥 ◦ 𝑒 = 𝑥和𝑥 + 𝜃 − 2𝑥𝜃 = 𝑥 ◦ 𝜃 = 𝜃,
即(1 − 2𝑥)𝑒 = 0和𝑥(1 − 2𝜃) = 0.
要使这些等式对一切实数𝑥都成立,只有𝑒 = 0和𝜃 = 1/2.
∀𝑥 ∈ 𝑅,设𝑦为𝑥关于◦运算的逆元,则有𝑥 ◦ 𝑦 = 𝑒,

𝑥 + 𝑦 − 2𝑥𝑦 = 0.从而解得𝑥#$ = 𝑦 = #%
$#&%

(𝑥 ≠ $
&
).
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逆元

定理 5.4

设◦为集合𝑆上可结合的二元运算且单位元为𝑒, 对于𝑥 ∈ 𝑆若存在𝑦!和𝑦" ∈ 𝑆, 使得
𝑦! ◦ 𝑥 = 𝑒和𝑥 ◦ 𝑦" = 𝑒,则𝑦! = 𝑦" = 𝑦,且𝑦是𝑥关于◦运算的惟一逆元.

证明 𝑦! = 𝑦! ◦ 𝑒 = 𝑦! ◦ (𝑥 ◦ 𝑦") = (𝑦! ◦ 𝑥) ◦ 𝑦" = 𝑒 ◦ 𝑦" = 𝑦".

令𝑦! = 𝑦" = 𝑦,则𝑦是𝑥关于◦运算的逆元.
假设𝑦′也是𝑥关于◦运算的逆元,则有

𝑦′ = 𝑦′ ◦ 𝑒 = 𝑦′ ◦ 𝑥 ◦ 𝑦 = 𝑦′ ◦ 𝑥 ◦ 𝑦 = 𝑒 ◦ 𝑦 = 𝑦.
所以𝑦是𝑥关于◦运算的惟一的逆元.
¡满足结合律的二元运算, ∀𝑥 ∈ 𝑆存在关于二元运算的逆元, 则是惟一的. 可将这个
惟一的逆元记作𝑥#$.

¡若不满足结合律,则本定理不一定成立.
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二元运算的性质与运算表

¡关于二元运算◦的有些性质可以直接从运算表中看出:
1.运算◦具有封闭性⇔运算表中每个元素都属于𝑆.
2.运算◦具有可交换性⇔运算表关于主对角线对称.
3. 𝜃是关于◦的零元⇔𝜃所对应的行和列中的元素都和该零元相同.
4. 𝑒是关于◦的单位元⇔𝑒所对应的行和列依次和运算表头的行和
列相一致.
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二元运算的性质与运算表

5. 运算◦具有幂等性⇔运算表的主对角线上的每个元素与它所
在行或列的表头元素相同.

6. 关于◦的幂等元⇔运算表的主对角线上的第𝑖个元素与它所
在行或列的表头第𝑖个元素相同.

7. 𝑒 ∈ 𝑆, 𝑎和𝑏互逆⇔位于𝑎所在行, 𝑏所在列的元素以及𝑏所在
行, 𝑎所在列的元素都是单位元 (即这两个单位元关于对角
线成对称, 则𝑎与𝑏互为逆元). 如果𝑎所在的行和列具有共同
的单位元,则单位元一定在主对角线上,则𝑎的逆元是𝑎自己.
否则𝑎无逆元.
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二元运算的性质与运算表

35

◦ 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

𝑎 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

𝑏 𝑏 𝑎 𝑑 𝑑

𝑐 𝑐 𝑎 𝑎 𝑑

𝑑 𝑑 𝑑 𝑑 𝑑

例 设𝑆上二元运算◦由下表所确定.
求𝑆中关于◦运算的单位元, 零元和所
有可逆元素的逆元.
解由表不难看出:

𝑎是◦运算的单位元, 𝑑是◦运算的零元.
𝑎 , 𝑏 , 𝑐为可逆元素 , 且𝑎+" = 𝑎 ,
𝑏+" = 𝑏, 𝑐+" = 𝑐.
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二元运算的性质与运算表

36

∗ 𝑎 𝑏 𝑒
𝑎 𝑒 𝑒 𝑎
𝑏 𝑒 𝑎 𝑏
𝑒 𝑎 𝑏 𝑒

◦ 𝑎 𝑏 𝑒
𝑎 𝑒 𝑒 𝑎
𝑏 𝑏 𝑒 𝑏
𝑒 𝑎 𝑏 𝑒

表-1 表-2

例表-1中, 𝑒是单位元, 𝑎和𝑏都是𝑎的逆元,但运算不满足结合律,如
𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑏 = 𝑒 ∗ 𝑏 = 𝑏 ≠ 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑏) = 𝑎 ∗ 𝑎 = 𝑒,

表-2中, 𝑒是单位元,运算也不满足结合律,如
(𝑎 ◦ 𝑏) ◦ 𝑏 = 𝑒 ◦ 𝑏 = 𝑏 ≠ 𝑎 ◦ (𝑏 ◦ 𝑏) = 𝑎 ◦ 𝑒 = 𝑎,

但是每个元素的逆元都是惟一的. 这说明结合律成立是逆元惟一的充分但不必
要的条件.
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消去律

定义 5.11
设◦是集合𝑆上的二元运算, 若对于任意的𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑆, 且𝑥不是◦运算的零
元时,都有

𝑥 ◦ 𝑦 = 𝑥 ◦ 𝑧 ⇒ 𝑦 = 𝑧, (左消去律)
𝑦 ◦ 𝑥 = 𝑧 ◦ 𝑥 ⇒ 𝑦 = 𝑧, (右消去律)

则称◦运算在𝑆中满足消去律.
例 (1)普通加法和乘法在整数集𝐙,有理数集𝐐,实数集𝐑上适合消去律.
(2) 幂集𝑃(𝑆)上的并和交运算一般不适合消去律, 但对称差运算适合消
去律.
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语言

例 5.7 设S是字母的有穷集, 称为字母表, S中的有限个字母构成的序列
𝑤称作为S上的串. 串中字母的个数叫做串的长度, 记作|𝑤|. 长度为0的
串叫做空串,记作l.对任意的𝑘 ∈ 𝐍,令

S% = 𝑣!!𝑣!" …𝑣!# 𝑣!$ ∈ S, 𝑗 = 1,2, … , 𝑘}

为S上所有长度为𝑘的串构成的集合,特别地有
S& = l ,
S' = S" ∪ S# ∪⋯ ,
S∗ = S& ∪ S" ∪ S# ∪⋯ ,

定义S'是S上长度至少是1的串的集合,而S∗是S上所有串的集合.
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语言

¡在S∗上定义二元运算◦, ∀𝑤", 𝑤# ∈ S∗, 𝑤" = 𝑎"𝑎#…𝑎$, 𝑤# =
𝑏"𝑏#…𝑏!有

𝑤" ◦ 𝑤# = 𝑎"𝑎#…𝑎$ 𝑏"𝑏#…𝑏!,
称◦为S∗上的连接运算. 它是S∗上的二元运算. 对于𝑤", 𝑤#,
𝑤- ∈ S∗有

𝑤" ◦ 𝑤# ◦ 𝑤- = 𝑤" ◦ 𝑤# ◦ 𝑤- ,
 即连接运算满足结合律, 但不满足交换律, 幂等律. 它的单位
元是空串l,没有零元.
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语言

¡ S∗上还可以定义一个一元运算 , 即求一个串的反串 . ∀𝑤 ∈ S∗ , 𝑤 =
𝑎"𝑎#…𝑎$,有𝑤′ = 𝑎$𝑎$%"…𝑎1,则 ′运算为∀𝑤 ∈ S∗上的一元运算.

¡如果𝑤′ = 𝑤,则称串𝑤是一个回文.
例 0, 11, 101, 0110, 01010都是 0, 1 ∗上的回文.
¡ S∗上的任何子集都称为S上的一个语言𝐿, 𝐿 ⊆ S∗.
例 𝐿" = {(01)𝑛|𝑛 ∈ 𝐍} = {l, 01, 0101, 010101,… };

𝐿# = {0𝑛1𝑛|𝑛 ∈ 𝐍} = {l, 01, 0011, 000111,… };
𝐿& = {0𝑛10𝑛|𝑛 ∈ 𝐍} = {1, 010, 00100, 0001000,… };

都是S = {0, 1}上的语言.其中𝐿3是回文语言,即该语言中的所有串都是回文.

40
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语言

¡幂集𝑃(S∗)是S∗的所有子集的集合, 它就是S上所有语言的集
合.

¡在𝑃(S∗)上定义二元运算∪, ∩和 �, 其中 � 运算是语言的连接
运算.定义为: ∀𝐿", 𝐿# ∈ 𝑃(S∗)有

𝐿"� 𝐿# = {𝑤" ◦ 𝑤#|𝑤" ∈ 𝐿"且𝑤# ∈ 𝐿#}
¡不难证明并和交是可交换,可结合,幂等的,
¡语言连接运算 �在𝑃(S∗)上是可结合的, 但交换律不成立, 且 �
运算有单位元S0 = {l}.
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语言

¡在𝑃(S∗)上还可以定义一元运算 ′ , ∀𝐿 ∈ 𝑃(S∗)有
𝐿′ = {𝑤′|𝑤 ∈ 𝐿}.

例 𝐿 = {0!1!|𝑛 ∈ 𝑁},则有𝐿′ = {1!0!|𝑛 ∈ 𝑁}.

¡如果对于某个𝐿 ∈ 𝑃(S∗)有𝐿′ = 𝐿,则称𝐿为S上的镜像语言.

¡易见回文语言一定是镜像语言, 但镜像语言可不一定是回文
语言.

例语言{01, 10}是S = {0, 1}上的镜像语言.但不是回文语言.
42
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课堂练习

43

设𝐍% = {0,1, … , 𝑘 − 1}. 𝑘 ∈ 𝐙', ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐍%,有
𝑥 ◦ 𝑦 = 𝑥𝑦 mod 𝑘

(1)构造当𝑘 = 5时的运算表.
(2)说明◦是否有交换律,结合律,单位元和零元.
(3)如果◦有单位元,求𝐍)中所有的可逆元和逆元.
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课堂练习

解 ◦运算是可交换的,可结合的,单位元是1,零元是0.

1和4的逆元是自己, 2和3互为逆元, 0没有逆元.

44

◦ 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

设𝐍' = {0,1, … , 𝑘 − 1}. 𝑘 ∈ 𝐙(, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐍',有
𝑥 ◦ 𝑦 = 𝑥𝑦 mod 𝑘

(1)构造当𝑘 = 5时的运算表.

(2)说明◦是否有交换律,结合律,单位元和零元.

(3)如果◦有单位元,求𝐍)中所有的可逆元和逆元.



5.2代数系统及其子代数和积代数
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代数系统

定义 5.12

非空集合𝑆和𝑆上𝑘个一元或二元运算◦&,◦', … ,◦(组成的系统成为一个代数系统, 简称代数,
记作⟨𝑆,◦&,◦', … ,◦(⟩.

例 (1) 𝐍,+ , 𝐙,+,・ , 𝐑,+,・ 都是代数系统, 其中+和・分别表示普通加法和乘法. 但
𝐍和普通减法不能构成代数系统, 因为两个自然数相减可能会得到一个负数, 所以不能写
成 𝐍,− .
(2) ⟨𝑀" 𝐑 ,+,・⟩也是代数系统, 其中+和・分别表示𝑛阶实矩阵的加法和乘法.

(3) ⟨𝐙",⊕,⊗⟩也是代数系统, 其中𝐙" = {0,1, … , 𝑛 − 1}; ⊕和⊗表示模𝑛的加法和乘法, 即
∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐙",

𝑥 ⊕ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 mod 𝑛, 𝑥 ⊗ 𝑦 = 𝑥・𝑦 mod 𝑛,

易见⊕和⊗都是𝐙"上的二元运算.

(4) ⟨𝑃 𝑆 ,∪,∩, ~⟩也是代数系统, 其中含有两个二元运算∪和∩以及一个一元运算~.
46



!"#$%&'()*+,-#$.
School of Informatics Xiamen University (National Characteristic Demonstration Software School)

代数系统

¡在某些代数系统中存在着一些特定的元素, 它对该系统的一元或二元
运算起着重要的作用, 如二元运算的单位元和零元等, 称这些元素为
该代数系统的特异元素或代数常数.

¡有时为了强调这些特异元素的存在, 也把它们列到有关的代数系统的
表达式中.
例 (1) ⟨𝐙, +⟩中的+运算存在单位元0, 为了强调0的存在, 也可将 𝐙,+, 0
记为.
(2) ⟨𝑃 𝑆 ,∪,∩, ~⟩中的∪和∩存在单位元∅和S, 也可将该代数系统记为
⟨𝑃 𝑆 ,∪,∩, ~, ∅, 𝑆⟩.
¡具体采用哪一种记法要看当前研究的问题是否与这些代数常数有关.
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代数系统

定义 5.13

如果两个代数系统中运算的个数相同, 对应运算的元数也相同, 且代数常数的个数
也相同,则称这两个代数系统具有相同的构成成分,也称它们是同类型的代数系统.

例 (1) 𝑉$ = ⟨𝐑,+, �, −, 0, 1⟩, 𝐑为实数集, +和�为普通的加法和乘法, −是求相反数运
算.
(2) 𝑉& = ⟨𝑃(𝑆),∪,∩, ~, ∅, S⟩, 𝑃(𝑆)为幂集 ,∪和∩为集合的并和交, ~为绝对补运算, 𝑆
为全集.

显然𝑉$, 𝑉&都是同类型的代数系统, 它们都有着共同的构成成分, 但在运算性质方面
却不一定相同:
¡ +和・没有幂等律和吸收律,但是有消去律.

¡ ∪和∩有幂等律和吸收律,但是没有消去律.
48

同类型就是长得
像而已, 不看细节



!"#$%&'()*+,-#$.
School of Informatics Xiamen University (National Characteristic Demonstration Software School)

代数系统

¡代数结构并不是要研究每一个具体的代数系统, 而是通过规
定集合及集合上的二元和一元运算, 以及运算所具有的性质
来规范每一种代数系统.

¡这个代数系统是许多具有共同构成成分和运算性质的实际代
数系统的模型或者抽象.

¡针对这个模型来研究它的结构和内在特征, 然后应用到每个
具体的代数系统,这种研究方法就是抽象代数的基本方法.

¡后面涉及到的半群, 独异点和群, 环和域, 格和布尔代数就是
具有广泛应用背景的抽象的代数系统.
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子代数

定义

设𝑉 = ⟨𝑆,◦$,◦&, … ,◦'⟩是代数系统, 𝐵是𝑆的非空子集, 若𝐵对𝑉中所有的运算封闭, 且𝐵
和𝑆含有相同的代数常数. 则称𝑉′ = ⟨𝐵,◦$,◦&, … ,◦'⟩是𝑉的子代数系统, 简称子代数.
当𝐵是𝑆的真子集时,称𝑉′是𝑉的真子代数.

¡子代数和原代数不仅是同类型的代数系统, 而且对应的二元运算都具有相同的性
质.
¡因为代数系统中的二元运算都一样,只是对应的集合变成了子集.

¡对于任何代数系统𝑉,其子代数一定存在,最大的子代数就是𝑉本身.
¡如果令𝑉中所有代数常数构成的集合是𝐵, 且𝐵对𝑉中所有的运算都是封闭的, 则𝐵
就构成了𝑉的最小的子代数.

¡这种最大和最小的子代数称为𝑉的平凡的子代数.
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子代数

例 5.8 令𝑛𝐙 = {𝑛𝑘|𝑘 ∈ 𝐙}, 𝑛 ∈ 𝐍, ⟨𝑛𝐙, +, 0⟩是⟨𝐙, +, 0⟩的子代数. 因为
∀𝑛𝑘", 𝑛𝑘# ∈ 𝑛𝐙有

𝑛𝑘" + 𝑛𝑘# = 𝑛(𝑘" + 𝑘#) ∈ 𝑛𝐙,
且0 ∈ 𝑛𝐙,所以𝑛𝐙对⟨𝐙, +, 0⟩的运算都是封闭的.

¡当𝑛 = 0时, 𝑛𝐙 = {0}, ⟨{0}, +, 0⟩是⟨𝐙, +, 0⟩的最小子代数, 平凡的真子
代数.

¡当𝑛 = 1时, 𝑛𝐙 = 𝐙, ⟨𝐙, +, 0⟩是最大 (和平凡)的子代数.
¡当𝑛 ≠ 0,1时, ⟨𝑛𝐙, +, 0⟩是⟨𝐙, +, 0⟩非平凡的真子代数.
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积代数

¡由两个代数系统𝑉"和𝑉#可以产生一个新的代数系统𝑉"×𝑉# , 就是𝑉"和
𝑉#的积代数.它是笛卡尔积概念的推广.
定义 5.15
设𝑉" = ⟨𝑆",◦⟩, 𝑉# = ⟨𝑆#,∗⟩是同类型的代数系统, 其中◦和∗是二元运算. 𝑉"
和𝑉#的积代数𝑉"×𝑉#是含有一个二元运算・的代数系统, 即𝑉"×𝑉# = ⟨𝑆,
・⟩,其中𝑆 = 𝑆"×𝑆#,且对任意的 𝑥", 𝑦" , 𝑥#, 𝑦# ∈ 𝑆"×𝑆#有

𝑥", 𝑦" ・ 𝑥#, 𝑦# = 𝑥" ◦ 𝑥#, 𝑦" ∗ 𝑦#
¡若𝑉是𝑉"与𝑉#的积代数, 这时也称𝑉"和𝑉#是𝑉的因子代数.
¡显然积代数和它的因子代数是同类型的代数系统.
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积代数

例 设𝑉" = ⟨𝐙,+⟩, 𝑉# = ⟨𝑀#(𝐑),・⟩, 其中+和・表示整数加法
和矩阵乘法,则

𝑉"×𝑉# = ⟨𝐙×𝑀#(𝐑),◦⟩.
对任意的⟨𝑧", 𝑀"⟩, 𝑧#, 𝑀# ∈ 𝐙×𝑀#(𝐑),有

𝑧", 𝑀" ◦ 𝑧#, 𝑀# = 𝑧" + 𝑧#, 𝑀"・𝑀# .
例如

5, 1 0
1 1 ◦ −2, 2 −1

0 1 = 3, 2 −1
2 0 .
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积代数

¡如果原来的代数系统分别含有代数常数, 比如𝑉" = ⟨𝑆",◦, 𝑎"⟩,
𝑉# = ⟨𝑆#,∗, 𝑎#⟩, 则𝑉"与𝑉#的积代数𝑉"×𝑉# = ⟨𝑆,・, 𝑎⟩, 其中𝑎 =
⟨𝑎", 𝑎#⟩.

例 设𝑉1 = ⟨𝐙,+, 0⟩, 𝑉# = 𝑀# 𝐑 ,・, 1 0
0 1 ,则

𝑉1×𝑉2 = 𝐙´𝑀# 𝐑 ,◦, 0, 1 0
0 1 ,

其中 0, 1 0
0 1 就是积代数的代数常数𝑉"×𝑉#.
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积代数

定理
设𝑉" = ⟨𝑆",◦⟩, 𝑉# = ⟨𝑆#,∗⟩是代数系统, 其中◦, ∗为二元运算, 它们的积代数
𝑉"×𝑉# = ⟨𝑆"×𝑆#,・⟩,则有
(1)如果◦和∗运算是可交换的,则・运算也是可交换的.
(2)如果◦和∗运算是可结合的,则・运算也是可结合的.
(3)如果◦和∗运算是幂等的,则・运算也是幂等的.
(4)如果◦和∗运算分别具有单位元𝑒"和𝑒#,则⟨𝑒", 𝑒#⟩是・运算的单位元.
(5)如果◦和∗运算分别具有零元𝜃"和𝜃#,则⟨𝜃", 𝜃#⟩是・运算的零元.
(6) 如果𝑥 ∈ 𝑆"对于◦运算的逆元𝑥%", 𝑦 ∈ 𝑆#关于∗运算的逆元为𝑦%", 则⟨𝑥, 𝑦⟩
关于・运算的逆元为⟨𝑥%", 𝑦%"⟩.
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积代数

¡虽然积代数𝑉"×𝑉#与因子代数𝑉"和𝑉#在许多性质上是共同的, 但并非
因子代数的所有性质都在积代数中成立. 例如消去律在积代数中就不
一定成立.
例 5.9 𝑉" = ⟨ 0,1 , ⊗# ⟩, 𝑉# = ⟨ 0,1,2 , ⊗* ⟩, 其中𝑍# = {0, 1}, 其中⊗#
和⊗*分别为模2乘法和模3乘法:

𝑥 ⊗# 𝑦 = 𝑥・𝑦 mod 2, 𝑥 ⊗* 𝑦 = 𝑥・𝑦 mod 3,
𝑉"和𝑉#的积代数为⟨ 0,1 × 0,1,2 ,⊗⟩,且有

0,1 ⊗ 1,0 = 0,0 = 0,1 ⊗ 0,0 .
0,1 不是⊗运算的零元, 但不能在上式中消去 0,1 , 因此⊗运算不满足
消去律,然而在因子代数𝑉"和𝑉#中容易验证消去律是成立的.
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同态

¡ 同态映射是研究代数系统之间相互关系的有力工具.

¡ 元素运算的像等于元素像的运算是函数与运算的重要联系.

定义 5.16
设𝑉& = ⟨𝑆&,◦⟩, 𝑉' = ⟨𝑆',∗⟩是同类型的代数系统, ◦和∗是二元运算, 如果存在映射𝜑: 𝑆& → 𝑆',
满足对任意的𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆&都有

𝜑(𝑥 ◦ 𝑦) = 𝜑 𝑥 ∗ 𝜑 𝑦 ,

则称𝜑是代数系统𝑉&到𝑉'的同态映射,简称同态.
¡ 也就是说, 代数系统𝑉&中的元素先进行𝑉&中运算然后再通过𝜑取像, 与𝑉&中的元素先通过
𝜑取像再进行𝑉'中相应的运算,其运算结果是一样的.

¡ 同态是保持两个同类型代数系统之间运算的映射.

¡ 同态是针对映射,不是针对代数系统.称某个映射𝜑是代数系统𝑉&到𝑉'的同态.不能单独
说𝑉&到𝑉'是同态的.
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同态

例 5.10 设代数系统𝑉& = ⟨𝐙,+⟩, 𝑉' = ⟨𝐙",⊕⟩, 其中𝐙" = {0, 1, … , 𝑛 − 1}, ⊕为模𝑛加法, 即
∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐙"有

𝑥 ⊕ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 mod 𝑛,

令𝜑: 𝐙 → 𝐙",
𝜑(𝑥) = (𝑥) mod 𝑛,

则𝜑为𝑉&到𝑉'的同态.因为∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐙有

𝜑(𝑥 + 𝑦)
= 𝑥 + 𝑦 mod 𝑛

= 𝑥 mod 𝑛 + 𝑦 mod 𝑛 mod 𝑛
= 𝑥 mod 𝑛 ⊕ 𝑦 mod 𝑛
= 𝜑 𝑥 ⊕ 𝜑 𝑦 .
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同态

定义 5.17
设𝜑是𝑉" = ⟨𝑆",◦⟩到𝑉# = ⟨𝑆#,∗⟩的同态, 则称⟨𝜑 𝑆" ,∗⟩是𝑉"在𝜑
下的同态像.
例 5.11 设𝑉" = ⟨𝐑,+⟩, 𝑉# = ⟨𝐑, �⟩, 其中𝐑为实数集, +和 � 分别
为普通加法和乘法. 令𝜑: 𝐑 → 𝐑, 𝜑(𝑥) = 𝑒., 则𝜑为𝑉"到𝑉#的
同态,因为∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐑有

𝜑 𝑥 + 𝑦 = 𝑒.%/ = 𝑒.・𝑒/ = 𝜑 𝑥 ・𝜑(𝑦),
在𝜑下的同态像为⟨𝐑%, �⟩,是⟨𝐑, �⟩的子代数.
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同构

定义 5.18
设𝜑是𝑉" = ⟨𝑆",◦⟩到𝑉# = ⟨𝑆#,∗⟩的同态,
(1)若𝜑是满射的,则称𝜑是𝑉"到𝑉#的满同态,记为𝑉"~𝑉#.
(2)若𝜑是单射,则称𝜑是𝑉"到𝑉#的单同态.
(3) 若𝜑双射, 则称𝜑是𝑉"到𝑉#的同构, 记为, 也称𝑉"同构于𝑉#, 记作𝑉" ≅
𝑉#.
(4)若𝑉" = 𝑉#,则称𝜑是自同态.若𝜑又是双射的则称𝜑是自同构.
¡如果代数系统𝑉"同构于𝑉#, 从抽象代数的观点看, 它们是没有区别的,
是同一个代数系统.

¡例 5.10的同态满同态,而例 5.11的同态是单同态,它们都不是同构.
61
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同态

例 5.12 (1)设𝑉 = ⟨𝐙,+⟩, 𝑎 ∈ 𝐙.令𝜑*: 𝐙 → 𝐙,
𝜑*(𝑥) = 𝑎𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝐙, 𝑎𝑥 ∈ 𝐙.

则𝜑*是𝑉上的自同态,因为∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐙有
𝜑*(𝑥 + 𝑦) = 𝑎(𝑥 + 𝑦) = 𝑎𝑥 + 𝑎𝑦 = 𝜑*(𝑥) + 𝜑*(𝑦).

¡当𝑎 = 0时, ∀𝑥 ∈ 𝐙有𝜑+(𝑥) = 0, 它将𝐙中所有元素映射到⟨𝐙, +⟩的单位元0, 称𝜑+
是零同态.它不是单同态也不是满同态.

¡当𝑎 = ±1时, 有𝜑$(𝑥) = 𝑥, 𝜑#$ 𝑥 = −𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝐙. 显然𝜑$和𝜑#$都是双射的, 因此
它们是𝑉上的两个自同构.

¡当𝑎 ≠ ±1且𝑎 ≠ 0时, ∀𝑥 ∈ 𝐙有𝜑*(𝑥) = 𝑎𝑥, 𝜑*是单射的, 称为𝑉上的单自同态, 其
同态像⟨𝑎𝐙,+⟩是⟨𝐙, +⟩的真子代数.
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同态

例 5.12 (2) 设S是有穷字母表, S∗为S上有限长度的串的集合.
S∗和串的连接运算构成代数系统⟨S∗,◦⟩.
令𝜑: S∗ → 𝐍, ∀𝑤 ∈ S∗, 𝜑(𝑤) = |𝑤|,则∀𝑤", 𝑤# ∈ S∗有

𝜑(𝑤" ◦ 𝑤#) = |𝑤" ◦ 𝑤#| = |𝑤"| + |𝑤#| = 𝜑(𝑤") + 𝜑(𝑤#),
所以𝜑是⟨S∗,◦⟩到⟨𝐍, +⟩的同态,且为满同态.
¡当S中只含一个字母时, 𝜑是双射的,此时𝜑为同构.
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同态

¡定义 5.16中的同态概念可以推广到一般的代数系统中去.

¡下面我们考虑具有多个二元,一元运算和代数常数的代数系统.
定义 5.16.2

设 𝑉$ = ⟨𝑆$,◦$,◦&, … ,◦,,▴$,▴&, … ,▴", 𝑎$, 𝑎&, … 𝑎-⟩ , 𝑉& = ⟨𝑆&,∗$,∗&, … ,∗,,▵$,
▵&, … ,▵", 𝑏$, 𝑏&, … 𝑏-⟩是同类型的代数系统, 对于𝑖 = 1,… , 𝑠, ◦.和∗.是二元运算, 对
于𝑗 = 1,… , 𝑟, ▴/和▵/是一元运算, 对于𝑘 = 1,… , 𝑡, 𝑎'和𝑏'是代数常数, 如果存在映
射𝜑: 𝑆$ → 𝑆&,满足对∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆$, ∀𝑖, 𝑗, 𝑘都有

𝜑 𝑥 ◦. 𝑦 = 𝜑 𝑥 ∗. 𝜑 𝑦 ,
𝜑 ▴/ (𝑥) =▵/ 𝜑 𝑥 ,

𝜑 𝑎' = 𝑏',
则称𝜑是代数系统𝑉$到𝑉&的同态映射,简称同态.
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同态

例 𝑉& = ⟨𝐙,+,・, 0⟩, 𝑉' = ⟨𝐙",⊕,⊗, 0⟩,其中𝐙" = {0, 1, … , 𝑛 − 1},⊕为模𝑛加法,⊗为模𝑛乘
法,即∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐙"有

𝑥 ⊕ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 mod 𝑛,

令𝜑: 𝐙 → 𝐙",

𝜑(𝑥) = (𝑥) mod 𝑛,

则有

𝜑 𝑥 + 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 mod 𝑛 = 𝑥 mod 𝑛 ⊕ 𝑦 mod 𝑛 = 𝜑 𝑥 ⊕ 𝜑(𝑦),
𝜑 𝑥・𝑦 = 𝑥・𝑦 mod 𝑛 = 𝑥 mod 𝑛 ⊗ 𝑦 mod 𝑛 = 𝜑 𝑥 ⊗ 𝜑 𝑦 ,

𝜑 0 = 0 mod 𝑛 = 0,

所以𝜑是𝑉&到𝑉'的同态,而且是满同态.
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同态

例 𝑉" = ⟨𝐑,+,−⟩, 𝑉# = ⟨𝐑%,・,+" ⟩, 其中+和・分别表示普通
加法和乘法, −𝑥表示求𝑥的相反数, 𝑥+"表示求𝑥的倒数.
令𝜑:𝐑 → 𝐑%, 𝜑 𝑥 = 𝑒.,则∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐑,有

𝜑 𝑥 + 𝑦 = 𝑒.%/ = 𝑒.・𝑒/ = 𝜑 𝑥 ・𝜑 𝑦 ,
𝜑 −𝑥 = 𝑒+. = 𝑒. +" = 𝜑 𝑥

+"
.

所以𝜑是𝑉"到𝑉#的同态.
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同态的性质

定理 5.5

设𝑉(, 𝑉)是同类型的代数系统, ◦和∗为𝑉(上的二元运算, ◦ ′和∗ ′为𝑉)上的二元运算, 𝜑是从
𝑉(到𝑉)的满同态,则
(1)若◦是可交换的 (或可结合的,幂等的),则◦ ′也是可交换的 (或可结合的,幂等的).
(2)若◦对∗是可分配的, ◦ ′对∗ ′也是可分配的.
(3)若◦对∗是可吸收的, ◦ ′对∗ ′也是可吸收的.
(4)若𝑒是𝑉(中关于◦运算的单位元,则𝜑(𝑒)是𝑉)中关于◦ ′运算的单位元.
(5)若𝜃是𝑉(中关于◦运算的零元,则𝜑(𝜃)是𝑉)中关于◦ ′运算的零元.
(6) 若◦是含有单位元的运算, 𝑢*( ∈ 𝑉(是𝑢关于◦运算的逆元, 则𝜑(𝑢*()是𝜑(𝑢)关于◦ ′运
算的逆元,即𝜑 𝑢 *( = 𝜑(𝑢*().
证明都是通过定义进行拆装,很简单,自己看书.
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同态的性质

¡定理5.5中𝜑为满同态的条件很重要.
¡定理5.5说明与代数系统𝑉"相联系的一些重要公理, 如交换律, 结合律,
分配律, 同一律和可逆律, 在𝑉"的任何同态像 (特别同构像) 中能够被
保持下来.

¡但𝑉#具有的性质未必在𝑉"中成立.即满同态对保持性质是单向的.
¡需要指出的是, 若𝜑: 𝑉" → 𝑉#不是一个满同态, 则定理5.5所列出的性质
不一定成立. 因为这时在𝑉#中存在某些元素, 它们不是𝑉"中任何元素
的像.

¡当𝜑不是满同态时,定理的结论仅在𝑉"的同态像𝜑(𝑉")中成立.例5.13和
例5.14作为反例说明了该问题.
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同态的性质

69

◦ 0 1 2 3
0 0 1 1 0
1 1 1 2 1
2 1 2 3 2
3 0 1 2 3

∗ 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑
𝑎 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑
𝑏 𝑏 𝑏 𝑑 𝑑
𝑐 𝑐 𝑑 𝑐 𝑑
𝑑 𝑑 𝑑 𝑑 𝑑

例 5.13 设代数系统𝑉" = ⟨𝐴,∗⟩, 𝑉# = ⟨𝐵,◦⟩, 其中𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}, 𝐵 = {0, 1, 2, 3}. ∗和◦运算由运算表所
示,是对称并且可交换的.定义函数𝜑: 𝐴 → 𝐵,

𝜑(𝑎) = 0, 𝜑(𝑏) = 1, 𝜑(𝑐) = 0, 𝜑(𝑑) = 1.

可以验证𝜑是𝑉"到𝑉#的同态. 𝑉"在𝜑下的同态像是⟨{0, 1},◦⟩. 不难证明𝑉"的∗运算满足结合律, 但𝑉#的 ◦
运算却不满足结合律,因为有

(1 ◦ 0) ◦ 2 = 1 ◦ 2 = 2, 1 ◦ (0 ◦ 2) = 1 ◦ 1 = 1

但在同态像⟨{0, 1},◦⟩中的 ◦ 满足结合律.
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同态的性质

例 5.14 设𝑉 = ⟨𝐴,・⟩,其中𝐴 = 𝑎 0
0 𝑑 |𝑎, 𝑑 ∈ 𝐑 ,且・为矩阵乘法.

令𝜑: 𝐴 → 𝐴, 𝜑 𝑎 0
0 𝑑 = 𝑎 0

0 0 ,则对于任意的 𝑎$ 0
0 𝑑$

, 𝑎& 0
0 𝑑&

∈ 𝐴有

𝜑 𝑎$ 0
0 𝑑$

・
𝑎& 0
0 𝑑&

= 𝜑 𝑎$𝑎& 0
0 𝑑$𝑑&

= 𝑎$𝑎& 0
0 0

= 𝑎$ 0
0 0 ・ 𝑎& 0

0 0 = 𝜑 𝑎$ 0
0 𝑑$

・𝜑 𝑎& 0
0 𝑑&

𝜑是𝑉上的自同态, 但不是满自同态, 其同态像为 𝑎 0
0 0 |𝑎 ∈ 𝐑 ,・ . 易见它是𝑉的

子代数.但它的单位元是 1 0
0 0 ,而不是𝑉中的单位元 1 0

0 1 .
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同态加密

¡场景: 用户拥有隐私数据, 但是无算力. 想要对数据进行计算需要将数据
上传至服务器进行计算. 然而这么做会造成隐私泄露.

¡在该应用中, 映射就是一种加密算法, 二元运算就是对数据进行计算.

¡如果一种加密算法是同态的, 就可以将数据进行加密后发送至服务器进
行计算. 对加密的数据进行计算后再解密, 将等价于对原始数据进行计
算:

𝑥 ◦ 𝑦 = 𝜑B" 𝜑 𝑥 ◦ 𝜑 𝑦

¡通常来说, 同态加密算法需要是同构的, 因为需要双射函数𝜑的反函数
来对加密计算的结果进行解密.
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课堂练习

设𝑉 = ⟨𝐑∗,・⟩, 下述映射𝜑是否为𝑉的自同态? 如果是, 说明它是否为满同
态,单同态和同构,并计算𝑉的同态像𝜑 𝑉 .
(1) 𝜑 𝑥 = |𝑥|. (2) 𝜑 𝑥 = 2𝑥.

(3) 𝜑 𝑥 = 𝑥#. (4) 𝜑 𝑥 = "
C
.

(5) 𝜑 𝑥 = −𝑥. (6) 𝜑 𝑥 = 𝑥 + 1.

72



!"#$%&'()*+,-#$.
School of Informatics Xiamen University (National Characteristic Demonstration Software School)

课堂练习
设𝑉 = ⟨𝐑∗,・⟩,下述映射𝜑是否为𝑉的自同态?如果是,说明它是否为满同态,单同态和同构,
并计算𝑉的同态像𝜑 𝑉 .
(1) 𝜑 𝑥 = |𝑥|. (2) 𝜑 𝑥 = 2𝑥.

(3) 𝜑 𝑥 = 𝑥'. (4) 𝜑 𝑥 = &
)
.

(5) 𝜑 𝑥 = −𝑥. (6) 𝜑 𝑥 = 𝑥 + 1.

解
(1)(3)是同态,但不是单同态,也不是满同态. 𝜑 𝑉 = ⟨𝐑*,・⟩.

(2)不是同态.令𝑥 = 2, 𝑦 = 2,则2 𝑥・𝑦 = 2×4 = 8,而2𝑥・2𝑦 = 16.

(4)是同态,单同态,满同态,同构. 𝜑 𝑉 = 𝑉.
(5)不是同态.令𝑥 = 1, 𝑦 = 2,则− 𝑥・𝑦 = −2,而 −𝑥 ・(−𝑦) = 2.

(6)不是同态.令𝑥 = 1, 𝑦 = 2,则𝑥・𝑦 + 1 = 3,而 𝑥 + 1 ・(𝑦 + 1) = 6.
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作业

p118

 2 (2)(4)(8)
3 (2)(4)(8)

4 (2)(4)(8)
 8

11 (2)

12
14
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谢谢

有问题欢迎随时跟我讨论
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